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Trabajo Práctico N°6: ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERIOR  

 

 

Ejercicio 1:  
 
Para cada espacio vectorial indicado, analice cuáles de las siguientes expresiones define un 
producto interior. Para ello, compruebe que se cumplen los axiomas correspondientes en los 
casos afirmativos y muestre qué axiomas no se cumplen en los casos negativos. 
 

a) v u,  ,IRV 3=  es el producto interior euclidiano en .IRv u,  ,IR 33 ∈  

b) ( ) ( ) .IRv,vvy    IRu,uu  ,vu 3vuv u,  ,IRV 2
21

2
212211

2 ∈=∈=−==  

c) ( ) ( ) .IRv,v,vvy   IRu,u,uu  ,vu 6vu 2vuv u,  ,IRV 3
321

3
321332211

3 ∈=∈=++==  

d) { }  ,reales scomponente condiagonal matriz  una es  A /MAV 2x2∈=  

.VB  A,  ,babaB A, 22221111 ∈−=  

e) ( ) ( ) .
41-

1-1
Ay  IRv,vv  ,IRu,uu  ,v Auv u,  ,IRV 2

21
2

21
T2









=∈=∈===  

 
 
Ejercicio 2:  
 
Complete la siguiente tabla considerando el producto interior definido en cada espacio 
vectorial indicado. 
 

 

( ) ( )2 ,3v  ,1- ,2u

,vuvu 3v u,

  ,IRV

2211

2

−==
+=

=

 
( ) ( )1 3, ,2v  ,2 0, ,1u

,escalar  productov u,

  ,IRV 3

−==
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
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Ejercicio 3:  
 
Sean u y v vectores cualesquiera de un espacio vectorial V con producto interior. Demuestre 
que: 

a) 
2222

v 2u 2vuvu +=−++  

b) IR00 v, v 0, ∈==  

 
 
Ejercicio 4:  
 

Sean los vectores ( )1- ,2u =  y ( )3 ,1v =  con el producto interior de 2IR definido por 

2211 vu 2 vuv u, += . 

 
a) Verifique la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la triangular para dichos vectores.  
b) Determine el valor de 1w  de modo que el vector ( )4 ,ww 1=  sea ortogonal a .u  
c) Halle un vector unitario en la dirección de .v  
 
 
Ejercicio 5:  
 

Considere el espacio vectorial 3IR con el producto interior euclidiano. Determine, de ser 
posible, los valores de k de modo que los siguientes conjuntos resulten conjuntos de 
vectores ortogonales. 
 
a) ( ) ( ){ }k 1, ,3 ;1- 2, ,1   
b) ( ) ( ){ }1- k, ,0 ;2k k, ,1  
 
 
Ejercicio 6:  
 
Complete la siguiente tabla según corresponda. Considere en cada espacio vectorial 
indicado el producto interior euclidiano.  
 

V Conjunto Norma
-lizado 

Orto-
gonal 

Orto-
normal 

Base 
de V 

Base 
ortonor-
mal de V 

2IR  ( ) ( ){ }... ..., ;3 ,5  
 

   X  

2IR  ( ) ( ){ }2 ,0 ;... ...,  
 

 X  X  

3IR  ( ) ( ){ }0 0, ,1 ;1- 0, ,0  
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3IR  ( )
( ) ( )}... ..., ..., ;0 ,51 ,52 

;0 ,52 ,51{ −
 

X X X X X 

4IR   
 

 X    

 
 
Ejercicio 7:  
 
Sean u, v y w vectores de nIR  tales que u y v son vectores ortogonales, 

6w u, ;4w v, ;1w  ;7v ;3u ===== . Utilice dicha información para evaluar las 

siguientes expresiones. 
 

a) vu +  

b) 
2

v3u −  

c) w2u  3w,-v +  

d) v43u  w,-vu ++  

 
 
Ejercicio 8:  
 
Para cada uno de los siguientes ítems, considere en cada espacio vectorial el producto 
interior euclidiano y determine el ángulo entre: 
 

a) un vector v de nIR  y su opuesto; 

b) los planos de 3IR : 
0z2yx31 =+−≡π  
0zy3x22 =−−≡π ; 

c) las rectas de 3IR : 

( ) ( ) IR  ,0 3,- ,3 3 1,- ,2OPr1 ∈λλ+=≡  

( ) ( ) IR  ,2 1,- ,2 5 2, ,1OQr1 ∈λλ+=≡  
 
 
Ejercicio 9:  

Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones. Demuestre las verdaderas y 
proporcione contraejemplos para las falsas.  

 

a) Si u y v son vectores ortogonales en un espacio vectorial con producto interior, V, tales 

que  II u II = II v II = 1, entonces { }v ,u  es una base ortonormal de V. 
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b) Los vectores ( )1 3,- ,1u =  y ( )3- ,1- ,0v =  con el producto interior de 3IR definido por 

332211 vuvu  vu5v u, ++=  son ortogonales. 

c) El conjunto formado por los vectores u  y v  del ítem (b) es una base de 2IR . 
d) Si u es un vector de un espacio vectorial con producto interior V y k∈ IR entonces  

II k u II = I k I II u II. 

e) Toda base de IRn es un conjunto ortogonal de vectores de IRn.  

f) Sean u, v y w vectores de un espacio vectorial con producto interior V, si w es ortogonal 

al vector u y al vector v, entonces w es ortogonal a toda combinación lineal de u y v. 
 
 
Ejercicio 10 (OPCIONAL): Un producto interior asociado con el Cálculo 
 
a) Sean f  y g  dos funciones continuas en el intervalo [ ].b ,a  Demuestre que la siguiente 

expresión ( ) ( )dx xg xfg ,f
b

a∫=  define un  producto interior sobre el espacio de todas 

las funciones continuas definidas en [ ].b ,a  

b) Utilice el producto interior definido en el ítem (a) para calcular g ,f  para la función f  

dada por ( ) ( )x2cosxf π=  y para la función g  dada por ( ) ( )x2senxg π= , con [ ].1 ,0x ∈  

c) Calcule g  para ( ) ( )x2senxg π= , con [ ].1 ,0x ∈  

 
Solución 
 
a) Sean f , g y h  funciones continuas en el intervalo [ ].b ,a  Sea .IRk ∈  
 

1. ( ) ( ) ( ) ( ) f ,gdx xf xg  dx xg xfg ,f
b

a

b

a
=== ∫∫  

2. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) h ,gh ,fdx xh xgdx xh xfdxxh )xg xf(h ,gf
b

a

b

a

b

a
+=+==+ ∫∫∫  

3. ( ) ( ) ( ) ( ) f ,g kdx xf xgk  dx xg xf kg ,f k
b

a

b

a
=== ∫∫  

4. ( ) ( ) ( ) 0dx xf   dx xf xff ,f
b

a

2b

a
≥== ∫∫  por ser ( ) 0xf 2 ≥  para todo [ ].b ,ax ∈  

Además, por ser f  continua y ( ) 0xf 2 ≥  en [ ]b ,a , ( ) 0dx xf 
b

a

2 =∫  si y sólo si 

( ) 0xf =  para todo [ ].b ,ax ∈  Por lo tanto, se tiene que 0f ,f =  si y sólo si .0f ≡  

 
Luego, g ,f  es un producto interior.  

 

b) ( ) ( ) ( )
0g ,f  0

2

x2sen

2

1
dx x2sen x2cosg ,f

1

0

2
1

0
=⇒=



π
π

=ππ= ∫  
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c) ( ) ( ) ( ) ( ) =π+=π=ππ== ∫∫∫ dx  
2

x4cos1
dx  x2cosdx x2cos x2cosf ,ff  

1

0

1

0

21

0

2
 

 

         ] ( )
2

2
f     0

2

1

4

x4sen

2

1
x

2

1
1

0

1
0 =⇒+=


π
π+=  

 
 
Ejercicio 11 (OPCIONAL): Proyección ortogonal 

Si P es un punto en el espacio tridimensional ordinario y W es un plano que pasa por el 
origen, entonces el punto Q en W más próximo a P se obtiene al trazar una perpendicular de 
P a W.  El vector w1 (Figura 1) se denomina proyección ortogonal de u sobre W y se denota  
proyWu  y  el vector w2 (w2= u-proyWu) se denomina componente de u ortogonal a W. Si el 
conjunto {v1, v2, …, vr} es una base ortonormal de W, entonces:  
 

proyWu = <u, v1> v1 + <u, v2> v2 + …<u, vr>vr 

Si OPu = , la distancia entre P  y W está dada por II u - proyWu II. 

      P 
     u 
      w2=u-proyWu 

      
                                           O   Q 
                                                                  w1= proyWu 

 
Figura 1 

 
Sea W el plano en IR3

 de ecuación x- 2y - z = 0: 
 
a) Halle una base ortonormal para W.  
b) Determine el vector v de W más próximo al vector u= (-1, 1, 0)∈ V. 

c) Obtenga la distancia de u a W. 
 
Solución 
 
a) Si  w∈ W entonces   w= (2y+z, y, z)= y(2, 1, 0) + z(1, 0, 1)  con   y, z∈ IR, luego una base 

para W es: 
B= {(2, 1, 0), (1, 0,1)}= {u1, u2}, 

 
se debe hallar entonces una base ortonormal para W, digamos B´={v1´, v2´}. 
 
Aplicando el proceso de Gram-Shmidt tendremos una base ortogonal {v1, v2}: 
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0)1,(2,uv 11 ==  

1),52,51(0)1,(2,
5

2
1)0,(1,v

v

v,u
uv 12

1

12
22 −=−=

〉〈
−=  

Sólo falta normalizar los vectores: 

0),55,552(
v

v
v

1

1
1 ==′

 

)630,30302,3030(
v

v
v

2

2
2 −==′  

Luego una base ortonormal para W es: 
 

( ) ( ){ }630,30302,3030;0,55,552B −=′
 

  
b) El vector v de W más próximo al vector u= (-1, 1, 0)∈V es proyWu, donde proyWu =  

<u, v1> v1 + <u, v2> v2 , siendo{v1, v2 } una base ortonormal de W. 
 

        2211W vu,vvu,vuproy 〉〈+〉〈=  

( )

( )







=







 −−






 −−=

=






 −−







−=

=






 −







 −−+

+















−=

−−
2

1
0,,

2

1

6

3
,

30

6
,

30

3
0,

5

1
,

5

2
                              

6

30
,
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,

30

30

30

30
30,

5

5
,

5

52

5

5
                              

6

30
,

30

302
,

30

30

6

30
,

30

302
,

30
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,01,1,                              

0,
5

5
,

5

52
0,

5

5
,

5

52
,01,1,                          

  

 Entonces,  
)210,,21(uproy W −−=  

 
c)  La distancia de u a W,  d(u, W), está dada por IIu - proyWu II. 

 

6)2(1)W,u(d6)2(1)211,,21(

)210,,21(0)1,1,(uproyu W

=⇒=−=

=−−−−=−
 

 

 


