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Trabajo Practico N°6: ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERIOR

Ejercicio 1:

Para cada espacio vectorial indicado, analice sudgdas siguientes expresiones define un
producto interior. Para ello, compruebe que se ¢emps axiomas correspondientes en los
casos afirmativos y muestre qué axiomas no se amgnl los casos negativos.

a)
b)
c)
d)

e)

Il
-

V=IR?, (uv) es el producto interior euclidiano érr, u,vOIR’.

V=IR?, (uv)=uw, -3u,v,, u=(u;,u,)0IR? y v=(v,,v,)0IR’.

V=IR?, (uv)=uv, +2u,v, +6uyv,, u=(u;,u,,u;)OIR? y v=(v,,v,,v;)OIR.
V ={AUOM,,, / A esuna matriz diagonal con componentes reales}

<

1 -1
V:/Rz, <u,v>=uTAv, u=(u1,u2)D/R2; V:(vl,vz)DIRzyA:{ ] 4}.

Ejercicio 2:

Complete la siguiente tabla considerando el pradimterior definido en cada espacio
vectorial indicado.

V =IR? V=IR?, V=M,,,
(uv)= 3u1v1 +u,v,, | (uv)productoescalar, A B)=0ay;b1 +01,b5,
u :( ) —(‘3, 2) u= (1 0, 2) (—2, 3,1) +a,,by ta,55b,,,

0 1 -1 0
Uu=A= ,V=B=
i
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Ejercicio 3:

Searw y v vectores cualesquiera de un espacio vect@ran producto interior. Demuestre
que:

2 2 2 2
a) Hu +VH +Hu—vH ZZHUH +2HVH

b) (0,v)=(v,0)=00IR

Ejercicio 4:
Sean los vectores=(2,-1) y v=(1,3) con el producto interior der? definido por

(uv)=uv, +2u,v,.

a) Verifique la desigualdad de Cauchy-Schwarz y Engjular para dichos vectores.
b) Determine el valor dev, de modo que el vectar =(w,, 4) sea ortogonal a.

c) Halle un vector unitario en la direccion de

Ejercicio 5:
Considere el espacio vectori&’ con el producto interior euclidiano. Determine, sie

posible, los valores dé de modo que los siguientes conjuntos resulten otwgude
vectores ortogonales.

a) {(1,2-1);(3,1,k)}
b) {(1,k 2k); (0,k -1)}

Ejercicio 6:

Complete la siguiente tabla segun corresponda. i@emes en cada espacio vectorial
indicado el producto interior euclidiano.

Vv Coniunto Norma | Orto- Orto- Base orlt?’oa;lsoei-
) -lizado | gonal | normal | deV
mal deV
IR? {(5,3); (...} X
IR? {(...); (0.2} X X
IR? {(0,0,-1);(2,0,0}
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IR? {(—l/ﬁ,z/ﬁ,o); X X X X X
(2/v5,1/45,0):(..ro )
IR* X
Ejercicio 7:

Seanu, v y w vectores de/R" tales queu y v son vectores ortogonales,
Hu||:3; v|=7;|w|=12;(vw)=4;(uw)=6 . Utilice dicha informacion para evaluar las
siguientes expresiones.

a) Hu+vH

2
b) Hu—S’vH
c) (v-3w, 2u+w)
d) (u+v-w, 3u+4v)

Ejercicio 8:

Para cada uno de los siguientes items, consideiadg espacio vectorial el producto
interior euclidiano y determine el angulo entre:

a) un vector de /R" y su opuesto;

b) los planos der’:
n,=3x-y+2z=0
n,=2x—-3y—-z=0,

c) las rectas der’:
r,=0P=(2,-1,3)+A(3,-3,0), A\LIR
r,=0Q=(1,2,5)+A(2,-1,2), A\OIR

Ejercicio 9:

Determine el valor de verdad de las siguientesgsiopnes. Demuestre las verdaderas y
proporcione contraejemplos para las falsas.

a) Siu y v son vectores ortogonales en un espacio vectarapecoducto interiory, tales
que llull =1l vl = 1, entoncequ,v} es una base ortonormal de
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Los vectoresy=(1,-3,1) y v=(0,-1,-3) con el producto interior d&?definido por
(uv)=5uv, + u,v, +u,v, son ortogonales.
El conjunto formado por los vectoresy v del item (b) es una base tk .

Siu es un vector de un espacio vectorial con prodntsoior V'y k/7IR entonces
Hkull=1kI11ull

Toda base d&®" es un conjunto ortogonal de vectoresRie
Searw, vy w vectores de un espacio vectorial con producteion&, siw es ortogonal
al vectoru y al vectorw, entoncesv es ortogonal a toda combinacién lineaudev.

Ejercicio 10 (OPCIONAL): Un producto interior asociado con el Calculo

a) Seanf y g dos funciones continuas en el interv[ajpb]. Demuestre que la siguiente
expresién(f,g)=_[bf(x)g(x)dx define un producto interior sobre el espacioattas
las funciones continuas definidas fenb].

b) Utilice el producto interior definido en el item) {zara calculal(f, g> para la funciénf
dada porf(x) = cos(2mx) y para la funciéry dada porg(x)=sen(2mx), con x [0, 1].

c) Calcule”g” parag(x)=sen(2nx), con x [0, 1].

Solucion

a) Seanf, gy h funciones continuas en el intervdtg b]. Seak IR,

1. (f.9)=[ f(x) xdx—jg( )f(x)dx=<g f)

2. (f+g,h)= [ (£(x)g(x)) hlx)ax = jf (x)ax+ ["g(x)(x)de = (£, ) +(g, h)
3. (kf,g)= jk ()g( dx = kj f(x)dx=k{g, f)

4. (f,f)= I F(x) f(x)ax = If )dx =0 por serf?(x)=0 para todo [, b].

Ademas, por serf continua yf2(x)=0 en[a,b], J' f?(x)dx=0 si y s6lo si
f(x)=0 para todxO[a, b]. Por lo tanto, se tiene qyg, f) =0 si y so6lo sif =0.

Luego, (f,g) es un producto interior.

b)

(f.9)= Icos(ZTD()sen(an)d %T%(Zﬂx) —(f,g)=0
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c) || f ||2 = (f,f> = JZCOS(ZTIX) cos(ZTD()dx = Llcosz (2Tlx) dx = L}lﬂ%@m) dx =
1
=£X]é+l Sen(4T|X)i| :£+0 = ”f ||:£
2 2 4 |, 2 2

Ejercicio 11 (OPCIONAL): Proyeccion ortogonal

Si P es un punto en el espacio tridimensional ordingrit¥ es un plano que pasa por el
origen, entonces el punenW mas proximo & se obtiene al trazar una perpendicular de
P aWw. El vectorw; (Figura 1) se denomina proyeccion ortogonal @ebreW y se denota
proywu Yy el vectow, (w,= u-proyyu) se denomina componente @lertogonal av. Si el
conjuntofvy, v,, ..., v/} €s una base ortonormal @& entonces:

proywu = <u, V1> Vq + <u, Vo> Vo +...<U, V,>V,

Si u=0P, la distancia entre y W esta dada pat u - proywu .
P

u
Wo=U-[roywu
C/ Q

Wi= proyw

Figura 1

SeaW el plano erR’ de ecuacion- 2y - z = 0:

a) Halle una base ortonormal pata
b) Determine el vector de W mas proximo al vectar= (-1, 1, 0) 7 V.
c) Obtenga la distancia dea W.

Solucion
a) Si w/JW entoncesws= (2y+z, y, z)=y(2, 1, 0) + z(1, 0, 1) con y, z/7IR, luego una base
paraW es:
B= {(2/ 1/ 0)/ (1/ 0/1)}: {Ull Uz},

se debe hallar entonces una base ortonormaWpatéggamosB '={v;’, v,}.

Aplicando el proceso de Gram-Shmidt tendremos @asa brtogonal;, v,}:
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v, =u; =(2,1,0)
_<U2,V1>

2

Sélo falta normalizar los vectores:

—H—(zf/s J5/5,0)

i ||—(J_/30 ~2+/30/30,~/30/6)
2
Luego una base ortonormal pavees:

={(2v5/5, v/5/5,0);(v30/30, —2/30/30,30/6)}

v, =0, V=(L,00)-5(2,10)=(1)5,~2/5, 1)

VZ_

b) El vectorv de W mas proximo al vectar= (-1, 1, 0)[V esproywu, dondeproyyu =
<u, V1> vy + <u, vx> v, sienddv;, v, } una base ortonormal de W.

proyu={u,v;)v; +{u,v,)v,

L

+<(_1,1,0)’£\/_0 —2\/_ > 30 —2\/_ \/_j
30 6 6
__45(25 5 ) 50 Fo—zf F
5(5 7 57 30 307 30 6
_(_z 1 oj_(i -6 zH_z _1)
5" 5’ 30°30" 6 2 2
Entonces,
proy wu=(-1/2,0,-1/2)
c) Ladistancia de aW, d(u, W), esta4 dada pdtu - proywu Il.
lu = proyu| =|(-1,2,0)-(-1/2, 0,-1/2)|=
=|(-1/2, 1, 1/2)|=(2/2)\6 =  duWw)=(1/2)}J6



